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1.Введение.
Стратегия развития России как высокотехнологичной державы требует обеспечения достаточного уровня естественнонаучной грамотности всего населения, которая обеспечивается, в частности, обязательностью экзамена по математике за курс полной (средней) школы. При этом требования, предъявляемые к выпускникам школы на базовом уровне, должны быть восприняты обществом как действительно необходимые, а долг учителя и родителей  сделать всё возможное, чтобы помочь детям в усвоении материала на должном уровне. Убедить их в необходимости получения качественного образования, поскольку это поможет решить психологические проблемы, возникающие у детей и родителей перед экзаменом.  Введение внешнего, независимого контроля  качества  образования  способствует изменению жизненной позиции определённой части школьников, их родителей и педагогов.                                                                                                           

Сравнительный анализ результатов выполнения тренировочных, диагностических и  экзаменационных работ предмету выявил следующие вопросы: учащиеся, решая тригонометрические уравнения, не могут правильно отобрать его корни.
Цель: помочь повысить уровень понимания и практической подготовки учащихся к сдаче ЕГЭ.
Задачи:

· научить учащихся применять различные способы отбора корней в процессе решения тригонометрических уравнений;

· научить учащихся применять основные тригонометрические формулы к решению тригонометрических уравнений;

· помочь ученику оценить свой потенциал с точки зрения образовательной перспективы.
2.  Способы отбора корней в тригонометрических уравнениях

При отборе корней в процессе решения тригонометрических уравнений

обычно используют один из следующих способов.

● Арифметический способ:

а) непосредственная подстановка полученных корней в уравнение и имеющиеся ограничения;

б) перебор значений целочисленного параметра и вычисление корней.

● Алгебраический способ:

а) решение неравенства относительно неизвестного целочисленного параметра и вычисление корней;

б) исследование уравнения с двумя целочисленными параметрами.

● Геометрический способ

а) изображение корней на тригонометрической окружности с последующим отбором с учетом имеющихся ограничений;

б) изображение корней на числовой прямой с последующим отбором с учетом имеющихся ограничений.
3. Отбор общих корней в нескольких сериях решений тригонометрического уравнения

Пример 1. Решить уравнение:

cos x cos5x = 0 .

Решение. Данное уравнение равносильно совокупности уравнений
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Рассмотрим уравнение        
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После преобразований получаем n = 5k + 2 . Следовательно, вторая серия

решений включает в себя первую серию решений.

Отбор корней удобно проводить на тригонометрической окружности, используя градусную меру полученных решений
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x = 90°+  k
[image: image3.wmf]g
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Ответ:  
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Пример 2. Решить уравнение:

cos x + cos3x = 2 .
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Решение. Из неравенств
[image: image6.wmf]cos1cos31

x

иx

££

 следует, что равенство возможно только в том случае, когда оба слагаемых одновременно будут равны 
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 Вторая серия решений включает первую серию.
Ответ:   
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Пример 3. 
Решить уравнение:    sin7x cos4x = - 1.

Решение. Воспользовавшись формулой преобразования произведения синуса

и косинуса в сумму, приводим уравнение к виду sin11x + sin3x = - 2 , откуда получим sin11x = - 2 - sin3x . Так как при любом значении x, sin11x ≥ - 1 , а

-2 - sin3x ≤ -1, то равенство sin11x = -2 - sin3x может выполняться в том и только в том случае, когда
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Найдем такие целые значения n и m , при которых решения в полученных се-
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риях совпадают. 

 
[image: image8.wmf]
Так как n – целое, то последнее равенство возможно, только если 2m - 2 делится на 3, т.е. 2m - 2 = 3k, k
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 Поскольку m должно быть целым, то k должно быть четным. Если  k = 2 p , где p
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4. Отбор корней уравнения, удовлетворяющих дополнительным

условиям

а) корни уравнения принадлежат промежутку

Пример 4. 
Найти все решения уравнения sin 2x = cos x , принадлежащие промежутку 
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Решение. 
Приведем уравнение к виду  cos x (2sin x -1) = 0 .
Отсюда получаем два уравнения      cos x = 0 или     2 sin x - 1 = 0.
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Замечание. 
Другой вариант отбора корней можно провести на тригонометрическом  круге,  учитывая, что общий наименьший положительный период  функций sin x и cos x , входящих в уравнение, равен 2П.
Ответ: 
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Пример 5. 
Найти все решения уравнения sin ² 2x + sin ² 3x =1, принадлежащие

отрезку [1;2] .
Решение. 
Воспользуемся  формулами понижения степени и преобразования суммы функций в произведение  sin ² 2x + sin ² 3x =1
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Решим двойное неравенство
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Пример 6. Указать количество корней уравнения

ctg3x  sin 6x - cos6x - cos12x = 0     на промежутке [0;2П] .
Решение. Умножая обе части уравнения на sin 3x ≠ 0, получаем

sin 3x - sin 3x  cos12x = 0,

sin 3x(1- cos12x) = 0. 
Отсюда имеем
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Проведем отбор корней, используя тригонометрическую окружность. Для

этого полученные значения в серии решений и серии ограничений изобразим на тригонометрической окружности и в ответ запишем количество не совпавших в обеих сериях значений переменной х.

[image: image22]Ответ: 6.
б) корни уравнения удовлетворяют неравенству

Пример 6. Найти все корни уравнения

(2sin x +1)(2sin x-√3) = 0    удовлетворяющие неравенству cos x > 0 .
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Решение. Данное уравнение равносильно совокупности уравнений

Изобразим полученные решения на тригонометрической окружности. 
Каждому уравнению соответствуют две точки на тригонометрической окружности. В ответ запишем только решения, расположенные на дуге окружности, соответствующей неравенству cos x > 0 , т.е. лежащие в I и IV четвертях.
Следовательно, данному условию удовлетворяют решения  
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Ответ: 
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5. Отбор корней уравнения, связанный с методом замены

Пример 7. 

Решить уравнение:  2 sin ² x - sin  x – 1 = 0
Решение. Обозначим sin ² x = t , где  0 < t < 1. Тогда получим квадратное

уравнение 2t ² - t -1 = 0 , имеющее корни: 1 и -1/2,( не  удовлетворяет усло-

вию 0 < t < 1). Для уравнения sin ² x = 1

имеем   
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Пример 8.
Решить уравнение:           arccos² x - 8arccos x +15 = 0 .

Решение. 

Положим arccos x = t . Так как множество значений функции

arccos x – отрезок 
[image: image29.wmf][
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  найдем решения уравнения t ² - 8t +15 = 0, удовлетворяющие условию 0 ≤ t ≤
[image: image30.wmf]p

. Такой корень один: t = 3. Если t = 3, то arccos x = 3 , откуда x = cos3.

Ответ: cos 3 .
6. Уравнения, содержащие дробные выражения

Пример 9.
 Решить уравнение:
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Решение. Данное уравнение равносильно системе
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Для отбора корней используем тригонометрический круг.

[image: image34.emf]
Ответ: 
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Пример 10. Решить уравнение:
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Решение.  Данное уравнение равносильно системе
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Пример 11.  Решите уравнение:


[image: image41.wmf]2
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Решение. 
Уравнение определено при условиях      sin x ≠ 0 и cos x ≠ 0 .                   Используя тригонометрические формулы, получим          ctg²x  -  ctg x = 0 . 
Отсюда ctgx = 0 или ctg x = 1.                                                                                         Корни первого уравнения 
[image: image42.wmf],,

2

xnnZ

p

p

=+Î

 не удовлетворяют неравенству cos x ≠ 0 .                                                                                                                       Решения второго уравнения   
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 удовлетворяют условиям sin x ≠ 0 и cos x ≠ 0 .                                                                                            Действительно, так как число 2π является общим наименьшим положительным периодом функций ctg x, sin x и cos x, то достаточно рассмотреть точки на тригонометрическом круге (сделайте рисунок), соответствующие условиям ctg x = 1,sin x ≠ 0 и cos x ≠ 0 .
Ответ:   
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Замечание. Замена выражения 
[image: image45.wmf]2
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на выражение 1+ ctg² x является тождественным преобразованием при условии sin x ≠ 0, а замена
[image: image46.wmf]1
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  на  ctg x может привести к появлению посторонних корней  
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Пример 12. Решить уравнение:
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Решение.   Общий наименьший положительный период функций cos x , cos3x, sin 2x равен 2π. 
Поэтому достаточно рассмотреть решения уравнения на промежутке [0;2π) .
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Умножим обе части уравнения на  cos3x ≠  0. Далее получаем
На промежутке [0;2π) содержатся корни  0, 
[image: image49.wmf]3711
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 Из условия  cos3x ≠ 0 получаем  
[image: image50.wmf],

63

n

xnZ

pp

¹+Î
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 [0;2π)    
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Таким образом, остались числа 0 и  π , а значит, исходное уравнение имеет множество корней  x = πt, t
[image: image52.wmf]Î

Z.

Ответ: x = πt, t
[image: image53.wmf]Î

Z.
7. Уравнения, содержащие иррациональные выражения
Пример 13. Решить уравнение:


[image: image54.wmf]5coscos22sin0

xxx

-+=


Решение.  Перепишем уравнение в виде


[image: image55.wmf]5coscos22sin
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Последнее уравнение равносильно системе
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Решим уравнение системы


[image: image57.wmf]22
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Отсюда 
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 (нет корней). Из уравнения 
[image: image60.wmf]1

cos

2

x

=


получаем 
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Проверим для полученных значений х выполнение условия 
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Ответ: 
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Пример 14. Решить уравнение:


[image: image66.wmf]1
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Решение: Данное уравнение равносильно смешанной системе
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Вначале решим уравнение       
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2

1

1;

sin

11

11;

sinsin

ctgx

x

xx

+=

+=-



[image: image69.wmf]111
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В области определения, которое задается условием sin x ≠ 0, последнее уравнение распадается на два, равносильных ему в совокупности уравнения:
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Отберем значения х, удовлетворяющие условию ctg x  ≥ 0.
Для корней первой серии 
[image: image71.wmf](2)0,
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 следовательно, условие
ctg x ≥ 0 выполнено для всех 
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Для корней второй серии
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Таким образом, условие ctg x ≥ 0 выполнено только дл четных значений
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Ответ: 
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8. Уравнения, содержащие показательные выражения
Пример 15.  Решить уравнение:
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Решение:   Преобразуем данное уравнение:


[image: image78.wmf]2
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Обозначив cos x = t, где   -1≤ t ≤ 1, получим для неизвестной  t  квадратное уравнение 
[image: image79.wmf]2
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 которое имеет корни 
[image: image80.wmf]12
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(не удовлетворяет условию  -1 ≤ t ≤ 1).

Выполнив обратную замену, из уравнения 
[image: image81.wmf]3
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Ответ: 
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Пример 16.  Решить уравнение


[image: image84.wmf]13
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Решение. Так как 
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Левая часть уравнения ограничена, так как 
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Поэтому данное уравнение равносильно системе
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Ответ: 0.
9. Уравнения, содержащие логарифмические выражения

Пример 17.  Решить уравнение:

[image: image89.wmf]22
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Решение: Данное уравнение равносильно системе
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Из уравнения системы получаем  
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Неравенству 
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Ответ: 
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Пример 18.  Решить уравнение:

[image: image95.wmf]22
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Решение:  Данное уравнение равносильно смешанной системе:
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Решим вначале уравнение этой системы:
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Условиям sin x < 0 и cos x > 0 удовлетворяет совокупность значений x, принадлежащих четвертой координатной четверти. Тогда решения исходного уравнения можно записать следующим образом:
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Ответ:  
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10.Уравнения, содержащие модули

Пример 19.   Решить уравнение:


[image: image102.wmf]cos3sin.
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Решение:  Из данног уравнения получаем равносильную систему
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Так как функции tgx и sin x имеют общий наименьший положительный период 2π, то отбор корней проведем на тригонометрическом круге (сделайте рисунок).
Ответ: 
[image: image104.wmf]5
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Пример 20.   Решить уравнение:  
[image: image105.wmf]coscos2sin.
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Решение: Рассмотрим два множества значений неизвестной х на числовой прямой, на которых 
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1) Пусть 
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, тогда данное уравнение принимает вид
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Условию  
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 удовлетворяют только значения  
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2) Для условия 
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исходное уравнение перепишем так:
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Условию 
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 удовлетворяют только значения 
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Ответ: 
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11. Уравнения, содержащие обратные тригонометрические функции

Пример 21. Решить уравнение:


[image: image117.wmf]2
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Решение. Уравнение равносильно системе
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Ответ: -2.
12. Комбинированные уравнения
Пример 22.  Решить уравнение

[image: image119.wmf]2
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Решение: Из данного уравнения получаем два уравнения 
[image: image120.wmf]cos0,5
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или    
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Получаем

[image: image123.wmf]2
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С ограничениями
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Так как тригонометрические функции ( sin x , cos x , tg x ), входящие в данное уравнение, имеют общий наименьший положительный период 2π, то изобразим множество решений на числовой окружности, выделив промежуток [-π; π) .

[image: image125.emf]
Ответ: 
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13. Заключение. 
Следует обратить внимание на то, что, выявление  «проблемных зон» при изучении программного материала и корректировка знаний учащихся по выявленным «проблемным темам» является сложным процессом, включает в себя различные виды деятельности учителя, необходимые для осуществления эффективной профилактической работы. Желательно, чтобы соответствующая работа проводилась своевременно, а не откладывалась на потом.

         Применение различных методов решения к одной объединяющей их задаче способствует  формированию целостного понимания алгебры, вырабатывает математический вкус и представление о красоте математических методов. Освоение различных математических приемов – важнейшая составляющая математического образования, в будущем владение этими знаниями позволит применить их в более трудных задачах, выбрав из накопленного багажа наиболее подходящие.
Одни способы решения не должны противопоставляться  другим. Изучать нужно разные подходы именно для того, чтобы дать возможность ученику совершить свой выбор, отдав предпочтение тому или иному варианту рассуждения. 
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